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توابع چند متغیره



یكباشد،حقیقیاعدادازمجموعه ایزیرآنبردوRnازمجموعه ایزیرآنقلمروکهfتابع

.داردناممتغیرهnتابع

واستمرتبتاییnآن،قلمروعنصرهرباشد،متغیرهnتابعیكfاگر

.می دهیمنشانبارانقطهایندرتابعمقدار

:چندمتغیرهتوابعدرجبریاعمال
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غیرهحد و پیوستگی توابع چند مت



تعریف

اگرتنهاواگراستlبرابرAنقطهدرfتابعحد.باشدمتغیرهچندتابعیكfکنیمفرض

قرارازکهطوریبهشودیافتمانندمثبتیعدد،دلخواهومثبتعددهربرای

درتابعمقدارکهشودنتیجهشعاعبهAنقطههمسایگیدرXنقطهداشتن

.داردقرارشعاعبهlهمسایگی

lبهمی تواننددلخواهاندازههربهتابعمقادیرAنقطههمسایگیدردیگرعبارتبه

:می نویسیمصورتایندر.شوندنزدیك

:می نویسیممتغیرهدوتابعیكدرمثلا
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تعریفمتغیرهدوتوابعبامشابهطوربهمتغیرهnکلیطوربهومتغیرهسهتوابعحد

رفاصراپیوستگیوحدبهمربوطخواصوقضایاقسمت،اینازدلیلهمینبه.می شود

.می کنیممطرحمتغیرهدوتوابعمورددر

:قضیه

آنگاهباشد،واگر

:قضیه

آنگاهباشد،ثابتتابعیاگر
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:قضیه

آنگاهباشد،اگر

(ب(الف

وقتی که نقطهfاین قضیه بیان می کند که اگر                                      آنگاه حد تابع 

.استLدر مسیرهای              یا                به نقطه             میل کند، برابر 
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:قضیه

،می شودنزدیكنقطه یبهمتمایزمسیردورویبرکههنگامیfتابعحداگر

.نداردوجودنقطهایندرfتابعحدآنگاهباشد؛متفاوت

:نتیجه

.نداردحدنقطهدرfآنگاه،اگر lim ( lim ( , )) lim ( lim ( , ))
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:قضیه

آنگاهباشد،واگر
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تعریف پیوستگی

پیوسته می نامیم اگر و تنها اگر(a,b)را در نقطه ی fتابع دو متغیره ی 

:حالت های ناپیوستگی

.تعریف نشده باشد(a,b)در نقطه ی fتابع ( 1

.وجود نداشته باشد(                                   2

3 )
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آنگاهباشد،پیوستهLدرgمتغیرهیكتابعواگر:قضیه

f+g،f-g،kf،(fتوابعآنگاهباشند،پیوستهنقطهدرgوfتوابعاگر:قضیه g)و

(f/g)هستندپیوستهنقطهدر.(پیوستگیبرایf/gبایدg(a,b)باشدصفرمخالف.)

پیوستهدرgمتغیره ییكتابعونقطه یدرfمتغیره یدوتابعاگر:قضیه

.استپیوستهنقطه یدرمرکبتابعآنگاهباشند،
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مشتق های جزئی



تعریف
وموجوداگر.باشدyوxمتغیردوازتابعیfکنیمفرض

می نامیم(x,y)نقطه یدرxمتغیربهنسبتfجزییمشتقراحداینمقدارباشد،متناهی

.می دهیمنمایشیانمادهایازیکیباراآنو

:ترتیبهمینبه

.گویندyوxمتغیرهایبهنسبتfاولمرتبهجزییمشتقراوجزییمشتق های
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مشتق های جزیی مرتبه های بالاتر
تربالامرتبه هایمشتق هایمفهومنظیر

می توانمتغیره،یكتوابعبرای

رابالاترمرتبه هایجزییمشتق های

.ردکتعریفنیزمتغیرهچندتوابعبرای

باشد،yوxمتغیردوازتابعیfاگر

وxمتغیرهایازتوابعینیزfyوfxآنگاه

yیجزیمشتق هایمی توانپس.هستند

.کردتعریفراfyوfxتوابع
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درfyxوfxyتوابعاگر.باشدyوxمتغیرهایباتابعیfکنیمفرض:قضیه

:آنگاهباشند،پیوسته(a,b)نقطه ی
( , ) ( , )

xy yx
f a b f a b



دیفرانسیل کامل و مشتق گیری ضمنی



تعریف
داشتهوجودfاولمرتبهجزییمشتق هایاگر.باشدyوxمتغیردوباتابعیfکنیمفرض

بهمی کنیمتعریفزیرصورتبهومی دهیمنشانdfباراfتابعکاملدیفرانسیلباشند،

.هستندyوxمتغیرهایدیفرانسیلترتیببهdyوdxآندرکهطوری

. باشدمیزیرصورتبهکلی،حالتدرمتغیرهچندتوابعبرایکاملدیفرانسیلتعریف
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تعریف

رویبرfاولمرتبه یجزییمشتق هایاگر.باشدyوxمتغیرهایباتابعیfکنیمفرض

بهومی دهیمنمایشdf/dtباراtبهنسبتfتابعمشتقآنگاهباشد،پیوستهناحیه ای

.می کنیممحاسبهراآنزیرصورت

.تعریف مشتق کامل برای توابع چند متغیره در حالت کلی، به صورت زیر می باشد
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رهقاعده زنجیره ای برای مشتق جزیی در توابع چند متغی

دوازتوابعیخودyوxمتغیرهایاگر.باشدyوxمتغیرهایباتابعیfکنیمفرض

vوuمتغیرهایبهنسبتfاولمرتبه یجزییمشتق هایآنگاهباشند،vوuمتغیر

.هستندمحاسبهقابلزیرصورتبه

.ی باشدمتعمیمقابلنیزمتغیردوازبیشبرایزنجیره ایقاعدهمشابهطریقبه
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مشتق گیری ضمنی
ودتوابعازمشتق گیریبرایساده ایدستورمی توانجزیی،مشتقمفهومکمكبه

.آورددستبه،(صریحغیر)ضمنیمتغیره

تعریفضمنیطوربهxازتابعیصورتبهراyمتغیر،معادله یکنیمفرض

تقمشآنگاه،همچنینوباشندداشتهوجودوجزییمشتق هایوکند

yبهنسبتxبودخواهدمحاسبهقابلزیرصورتبه.
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یرهماکسیمم و مینیمم توابع دو متغ



تعریف

:در این صورت. باشدyو xتابعی با متغیرهای fفرض کنیم 

:داشته باشیمfاز قلمرو (x,y)می نامیم، اگر برای هرfماکسیمم مطلقرا f(a,b)( الف

:داشته باشیمfاز قلمرو (x,y)می نامیم، اگر برای هرfمینیمم مطلقرا f(a,b)( ب

( , ) ( , )f x y f a b

( , ) ( , )f x y f a b



تعریف

:در این صورت. باشدyو xتابعی با متغیرهای fفرض کنیم 

وجود داشته باشد که (a,b)می نامیم، اگر دایره ای به مرکز fماکسیمم نسبیرا f(a,b)( الف

:از آن داشته باشیم(x,y)برای هر

وجود داشته باشد که (a,b)می نامیم، اگر دایره ای به مرکز fمینیمم نسبیرا f(a,b)( ب

:از آن داشته باشیم(x,y)برای هر

( , ) ( , )f x y f a b

( , ) ( , )f x y f a b



.داردنسبیمینیممیاماکسیممیك(a,b)درfمتغیرهدوتابعکنیمفرض:قضیه

:آنگاهباشند،موجود(a,b)درfاولمرتبه یجزییمشتق هایاگر

(a,b)آنگاهباشد،داشتهنسبیمینیممیاماکسیممیك(a,b)درfتابعاگر:نتیجه

دستگاهاینجوابهربه.استزیرمجهولیدودستگاهجوابیك

.نیستاکسترممنقطهلزوماکهمی شودگفتهFتابعبحرانینقطهیك

دستبهراتابعبحرانینقاطمختصات:مثال
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د؛ ماکسیمم یا مینیمم نسبی نداشته باش(a,b)درfاگر                                           ، ولی تابع 

.است( زین اسبی)دارای یك نقطه ی زینی (a,b)در fمی گوییم تابع 

.اکسترمم های توابع زیر را در صورت وجود به دست آورید: مثال
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آزمون مشتق دوم

همچنین.باشدوyوxمتغیرهایباتابعیfکنیمفرض

تعریف.باشندپیوسته(a,b)مرکزبهدایره ایدرونfجزییمشتقهایکنیمفرض

:صورتایندر.می کنیم

.استزینینقطهیك(a,b)نقطه،اگر(1

.استنسبیمینیممنقطهیك(a,b)نقطه،واگر(2

.استنسبیماکزیممنقطهیك(a,b)نقطه،واگر(3

.استنتیجهبیآزمون،اگر(4

( , ) , ( , )
x y

f a b f a b 0 0

( , ) ( ( , )) ( , ) ( , )
xy xx yy

a b f a b f a b f a b   
2

0

  0

  0

  0

  0

( , )
xx

f a b  0

( , )
xx

f a b  0



.اکسترمم های توابع زیر را در صورت وجود به دست آورید: مثال
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ماکسیمم و مینیمم مشروط



یكبهتوجهبامتغیرهچندتابعیكمینیمموماکسیممتعییناقتصادومدیریتمسایلاکثردر

.می گیردصورتشرطچندیا

کالایدومصرفدرمطلوبیترسانیدنحداکثربهمصرف کنندهیكهدفکنیدفرضمثالبرای

بهکالادواینازاومصرفمیزانوp2وp1بابرابرترتیببهکالادواینقیمتاگر.است2و1

.باشدداشتهدرآمدیمحدودیتمصرف کنندهوشوددادهنمایشx2وx1باترتیب

خارجممیزانوبودهکالادواینازاواستفادهمیزانازتابعیکنندهمصرفاینمطلوبیتپس

کهگفتوانمی تدیگربیانبه.باشدبرابرنیزاودرآمدمیزانبابایدکالادواینبابتاومصرفی

.دبرسانحداکثربهدرآمدمحدودیتبهتوجهباراخودمطلوبیتمیخواهدکنندهمصرفاین

درکهکنیمپیداP1x1+p2x2=y(محدودیت)شرطبهنسبتراU=f(x1,x2)تابعماکسیممبایدپس

.استمطلوبیتتابعU=f(x1,x2)آن



ونیجایگزیروشبهیکی.آورددستبهرامشروطمینیمموماکزیمممی توانروشدوبه

.لاگرانژروشبهدیگری

:جایگزینیروش

ازدهشدادهشرایطبهنسبتتوابعمینیمموماکسیممآوردندستبهروشهایازیکی

ینبد.استمطلوبیتتابعدر(شدهدادهشرایط)محدودیتتابعکردنجایگزینطریق

ودیتمحدبدونتابعیكکردنمینیممیاماکسیمممساله یبهتبدیلمسالهترتیب

.می شود

کافیP1x1+p2x2=yشرطبهنسبتU=f(x1,x2)تابعماکسیممآوردندستبهبرایمثلا

.کنیمجایگزینراx1=(y-p2x2)/p1مقدارمطلوبیتتابعدراست



:لاگرانژروش

g(x,y)=0محدودیتباf(x,y)متغیره یدوتابعمینیممیاماکسیممآوردندستبهبرای

تابعآنازاستفادهباومی گیریمنظردررالاگرانژضریببهموسومλجدیدمتغیر

.یممی کنتعریفصورتبهرالاگرانژتابعنامبهجدیدی

.استزیرمعادلاتدستگاهجوابوجود،صورتدرfمتغیره یدوتابعمینیممیاماکسیمم
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شرط کافی برای وجود ماکسیمم و مینیمم مشروط: قضیه

F(x,y,λ)وباشدشدهدادهg(x,y)=0محدودیتتحتf(x,y)متغیره یدوتابعکنیمفرض

.باشدمتناظرلاگرانژتابع

:کهاستآننسبیماکسیمموجودبرایکافیشرط(الف

:کهاستآننسبیمینیمموجودبرایکافیشرط(ب

x y

x xx xy

y xy yy

g g

g F F

g F F



0

0

x y

x xx xy

y xy yy

g g

g F F

g F F



0

0



.به دست آوریدوجود با روش لاگرانژ اکسترمم های توابع زیر را در صورت : مثال

) ( , )

) ( , )

) ( , )

) ( , )

f x y x y if x y

f x y x y xy if x y

f x y xy if x y

f x y x y if x y
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تعمیم روش لاگرانژ

توابع محدودیت   با متغیره                         nتابعبرای روش لاگرانژ را 

.که در آن                        می باشد، به صورت زیر تعمیم داد

:تابع لاگرانژ تعمیم یافته

ومعادلهn+kشاملدستگاهیلاگرانژ،تابعجزییمشتق هایدادنقرارصفرمساویاز

n+kمی آینددستبهتابعاکسترممنقاطآنحلباکهآیدمیدستبهمجهول.
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